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Wprowadzenie

Chaos deterministyczny to termin składający się
z dwóch pojęć: chaosu i determinizmu, które na po-

zór mogą wydawać się przeciwstawne. Chaos cechu-
je brak systematyczności i brak powtarzalności, na-
tomiast determinizm jest uzależniony od ścisłych
reguł. To z pozoru sprzeczne połączenie ma jednak

Streszczenie

Teoria chaosu wnosi istotny wkład w modelowanie procesów
gospodarczych, gdyż bogactwo zachowań opisywanych przez
nią systemów daje potencjalną możliwość wyeliminowania
niezgodności pomiędzy teorią a praktyką. Dodatkowo cha-
otyczne systemy są deterministyczne, tzn. kładą nacisk na
wzajemne oddziaływanie czynników endogenicznych, i na-
wiązują do prac pierwszych badaczy cykli gospodarczych.
Mimo wielu dyskusyjnych aspektów związanych z wykorzy-
staniem algorytmów teorii chaosu deterministycznego
w procesie analizy spółek akcyjnych na Giełdzie Papierów
Wartościowych (GPW) w Warszawie, zdaniem autorów arty-
kułu ich stosowanie jest w pełni uzasadnione. Celem artyku-
łu jest pokazanie możliwości wykorzystania mierników wy-
nikających z teorii chaosu deterministycznego do badania 
i oceny atrakcyjności inwestowania w konkretne akcje spół-
ek sektora budowlanego w aspekcie kondycji ekonomicznej
danej spółki na GPW w Warszawie.
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Abstract 

The chaos theory makes an important contribution to the
modeling of economic processes, because the wealth of
behaviors of the systems it describes gives the potential
possibility of eliminating the inconsistencies between theory
and practice. Additionally, chaotic systems are deterministic,
i.e. they emphasize the interaction of endogenous factors and
refer to the work of the first researchers of economic cycles.
Despite many debatable aspects related to the use of
deterministic chaos theory algorithms in the process of
analyzing joint stock companies on the Warsaw Stock
Exchange, their use is fully justified. The aim of the publication
is to present the possibility of using measures resulting from
the theory of deterministic chaos to assess the attractiveness of
investing in specific shares in terms of the economic condition
of a given company on the Warsaw Stock Exchange.
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utrwalone miejsce w dziedzinach zajmujących się
badaniem dynamiki systemów związanych z zarzą-
dzaniem, ekonomią czy finansami (Siemieniuk,
2020, s. 7). Teoria chaosu wnosi istotny wkład
w modelowanie procesów inwestycyjnych, gdyż bo-
gactwo zachowań opisywanych przez nią systemów
daje potencjalną możliwość wyeliminowania tej nie-
zgodności pomiędzy teorią a praktyką. Dodatkowo
chaotyczne systemy są deterministyczne, tzn. kładą
nacisk na wzajemne oddziaływanie czynników en-
dogenicznych, i nawiązują do prac pierwszych bada-
czy cykli gospodarczych. Jeśli nawet do niektórych
istniejących chaotycznych modeli z ekonomicznego
punktu widzenia można mieć pewne zastrzeżenia,
to jednak teoria chaosu w żaden sposób nie jest
sprzeczna z teorią ekonomii. Z powyższych powo-
dów lista istniejących modeli wspomagających po-
dejmowanie decyzji finansowych wykorzystujących
narzędzia chaosu deterministycznego systematycz-
nie się powiększa, stanowiąc wyzwanie i inspirację
dla badaczy. 

Chaos deterministyczny — 
metodyka badań 

Celem artykułu jest zaprezentowanie możliwo-
ści wykorzystania metody chaosu deterministycz-
nego do badania spółek giełdowych sektora bu-
dowlanego pod względem atrakcyjności inwesty-
cyjnej na Giełdzie Papierów Wartościowych
w Warszawie. Badanie polega na oszacowaniu wy-
kładników Lapunowa, wymiarów fraktalnych, wy-
kładników Hursta dla spółek akcyjnych sektora
budowlanego notowanych na polskiej giełdzie
i stworzenie rankingu powyższych mierników
w celu oceny atrakcyjności danej spółki. 

Przeprowadzenie analizy opartej o teorię chaosu
derministycznego wymaga stworzenia szeregu po-
kazującego zmiany wartości cen akcji w poszczegól-
nych dniach. Wyznaczony w ten sposób szereg cza-
sowy służy do budowy szeregów czasowych pokazu-
jących zmiany wartości cen akcji wybranych spółek
na GPW w Warszawie w przedziałach czasowych
o stałej liczbie dni. W analizie rynków kapitało-
wych stosuje się logarytmiczne stopy zwrotu, zapi-
sane poniższą zależnością (Peters, 2007, s. 84): 

gdzie: 
St — oznacza logarytmiczną stopę zwrotu w okre-

sie t, 
Pt — oznacza cenę w okresie t. 

Wykładnik Lapunowa jest miarą dynamiki
atraktora. Jest on wyznacznikiem wrażliwości

układu na zmiany warunków początkowych, czyli
tego, w jaki sposób prognozowanie oparte na nie-
dokładnym szacunku warunków wyjściowych bę-
dzie odbiegać od rzeczywistego rozwoju danego
systemu. Wykładnik Lapunowa wyraża również
tempo, w jakim tracimy zdolność przewidywania
przyszłych zachowań systemu. W przypadku cha-
otycznych systemów wykładnik Lapunowa jest
liczbą dodatnią (Siemieniuk, 2009, s. 95). Cha-
otyczne systemy dynamiczne wyróżnia duża wraż-
liwość na warunki początkowe. Ważnym sposobem
wyznaczania wrażliwości układu na warunki po-
czątkowe jest analiza widmowa Lapunowa, która
pozwala na wykrywanie obecności tej właściwości
w sygnałach eksperymentalnych i układach dyna-
micznych, do których można zaliczyć polską giełdę
(Siemieniuk, 2001, s. 150). 

Wykładniki Lapunowa wykorzystuje się do kla-
syfikacji układów dynamicznych. Zakładając, że
każdej zmiennej jest przyporządkowywana oś
w układzie współrzędnych, to każdy wykładnik
Lapunowa jest miarą trajektorii wzdłuż danej osi
(https://www.elektro.info.pl/artykul/sieci-elektro-
energetyczne/65120,zastosowanie-wykladnikow-
lapunowa-do-badania-stabilnosci-sieci-elektroene-
rgetycznej). 

Dla danych pomiarowych w postaci szeregu czaso-
wego: {xn} = {x1, x2, x3, x4,..., xn} nie jest możliwe
wyznaczenie wszystkich współczynników Lapunowa.
Możliwe jest natomiast wyznaczenie wartości naj-
większego wykładnika Lapunowa. W tym przypadku
na atraktorze zanurzonym w d-wymiarowej prze-
strzeni wybiera się dwa punkty odległe od siebie o co
najmniej jeden okres orbitalny. Odległość tych punk-
tów wynosi L(τj). Następnie oblicza się odległość wy-
branych punktów po upływie pewnego czasu ewolu-
cji. Nowa odległość pary punktów wynosi L'(τj+1).
Największy wykładnik Lapunowa jest obliczany we-
dług poniższego wzoru (Peters, 2007, s. 156): 

Wykładnik Lapunowa wskazuje, czy zachowa-
nie układu dynamicznego jest chaotyczne. Można
go zdefiniować w postaci poniższego równania
(Schuster, 1993, s. 35): 

gdzie: 
z0 — oznacza warunek początkowy, 
f' — oznacza pochodną odwzorowania określające-

go zachowanie układu. 
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Wymiar fraktalny w literaturze jest różnorod-
nie definiowany. Najczęściej spotykanymi poję-
ciami tego wymiaru są: wymiar samopodobień-
stwa, pudełkowy, korelacyjny, informacyjny oraz
Hausdorffa. Charakterystyczną cechą wymiaru
fraktalnego jest przyjmowanie wartości niecałko-
witych. Jego zadaniem jest mierzenie w jakim
stopniu badany obiekt wypełnia przestrzeń,
w której jest zanurzony (Ciesielski, 2005, 
s. 166–167). Wymiar fraktalny jest ważną infor-
macją o systemie, ponieważ umożliwia oszacowa-
nie wymiaru korelacyjnego, czyli minimalnej licz-
by zmiennych dynamicznych potrzebnych do opi-
sania danego układu. Im liczba jest mniejsza, tym
dany system jest mniej skomplikowany i bardziej
przewidywalny. 

Dla szeregu zwrotów notowań akcji wybranych
spółek zostały obliczone wymiary korelacyjne przy
użyiu metody Grassberger-Procaccia (Grassberger
i Procaccia, 1983, s. 346–349). Dla danych ekspery-
mentalnych wymiar korelacyjny n2 w oparciu o za-
proponowany przez Grassberger-Procaccia algo-
rytm wyznacza się z poniższej zależności (Schus-
ter, 1993, s. 133): 

gdzie: 

= 

Θ — oznacza funkcję Heaviside'a określającą ilość
par punktów (xi, xj) atraktora, których odle-
głość jest mniejsza od I, 

N — oznacza liczebność badanego zbioru, 
I — oznacza odległość między punktami xi, xj

atraktora, 
C2 — oznacza całkę korelacyjną. 

Jedną z podstawowych metod pozwalających na
odróżnienie szeregów losowych od nielosowych
jest analiza przeskalowanego zakresu R/S, która
stanowi metodę wyznaczania opóźnienia czasowe-
go i polega na wyznaczeniu wykładnika Hursta.
Służy ona do określenia efektów długotrwałej pa-
mięci i wykrywania ułamkowych ruchów Browna.
W zależności od wielkości wykładnika Hursta
można mówić — lub nie — o występowaniu zjawi-
ska chaosu w badanym układzie. Rozróżnia się
trzy klasy wielkości wykładnika Hursta (Nowiń-
ski, 2007, s. 210): 

H = 0,5 — szereg czasowy jest losowy, 
0 ≤ H < 0,5 — szereg jest antypersystentny (po-
wracający do średniej), 
0,5 < H < 1 — szereg czasowy jest persystent-
ny, chaotyczny (wzmacniający trend). 

Analizując literaturę przedmiotu można stwier-
dzić, iż w przypadku gdy wykładnik Hursta (H)
jest mniejszy, to szereg jest bardziej chropowaty
(bardziej przypadkowy). Wyższa wartość wykład-
nika Hursta (H) oznacza, że inwestowanie w dany
walor jest obciążone niższym ryzykiem, ponieważ
w takim szeregu jest mniej „szumu” (Siemieniuk
i Siemieniuk, 2015, s. 187). Jego wykorzystanie
bazuje na spostrzeżeniu faktu, iż liczne procesy
naturalne wykazują bardzo długie cykle, a więc ich
teraźniejsze obserwacje zależą od obserwacji
z przeszłości. Miernik długookresowej zależności
obserwacji Hursta wyrażony jest poniższym wzo-
rem (Czekaj, Woś i Żarnowski, 2001, s. 88–89): 

gdzie: 
s — oznacza odchylenie standardowe, 
dk — oznacza przeciętne odchylenie od średniej

początkowych k obserwacji. 

Charakterystyka spółek akcyjnych 
wytypowanych do analizy fraktalnej

Poniżej przedstawiamy wyniki analizy szeregu
notowań akcji spółek budowlanych takich jak:
Unibeb S.A. Bielsk Podlaski, Budimex SA Warsza-
wa, PANOVA SA Gliwice. Pierwszy etap badań
z wykorzystaniem metod chaosu deterministycz-
nego rozpoczęto w maju 2008 roku, a zakończono
w grudniu 2020 roku. Następny etap objął pierw-
szy kwartał 2021 roku funkcjonowania spółek na
Giełdzie Papierów Wartościowych w Warszawie
celem weryfikacji poprawności wcześniej przepro-
wadzonych badań. 

Spółka Unibeb S.A. Bielsk Podlaski jest jednym
z największych przedsiębiorstw budowlanych
w Polsce. Jest nie tylko generalnym wykonawcą
w kraju, ale również za granicą. Spółka działa na
rynkach: rosyjskim, białoruskim, niemieckim.
Spółka Unibeb S.A. Bielsk Podlaski ma największą
w Polsce fabrykę domów modułowych, które
sprzedaje do Norwegii, Szwecji, Danii. Spółka
działa również w drogownictwie: buduje drogi
głównie na terenie województwa podlaskiego, a po-
przez swoją spółkę BudrexKobi stawia i remontu-
je mosty na terenie całego kraju oraz prowadzi
działalność deweloperską w Warszawie i Poznaniu
(https://www.bankier.pl/gielda/notowania/ak-
cje/UNIBEP/podstawowe-dane). 

Kolejna spółka wytypowana do analizy fraktal-
nej to Budimex SA Warszawa. Spółka ta jest jedną
z największych firm budowlanych na polskim ryn-
ku. Oferuje usługi najczęściej w charakterze gene-
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ralnego wykonawcy w sektorach infrastruktury:
drogowej, kolejowej, lotniskowej, budownictwa ku-
baturowego, energetycznego, przemysłowego
i ekologicznego. Spółka Budimex SA Warszawa
stopniowo zwiększa swoje zaangażowanie w sektorze
facility management, tj. obsłudze nieruchomości
i obiektów infrastruktury oraz gospodarki odpada-
mi. Inwestorem strategicznym Spółki Budimex SA
Warszawa jest Ferrovial, jedna z czołowych firm
budowlanych w Hiszpanii o zasięgu globalnym
(https://www.bankier.pl/gielda/notowania/ak-
cje/BUDIMEX/podstawowe-dane). 

Trzecią spółką wytypowaną do analizy fraktalnej
jest PANOVA SA Gliwice, która oferuje świadcze-
nie usług w zakresie generalnego wykonawstwa
obiektów budownictwa ogólnego i przemysłowego,
głównie obiektów handlowo-usługowych i hal
przemysłowych, oraz usług deweloperskich dla
międzynarodowych sieci handlowych i usługowych
(https://www.bankier.pl/gielda/notowania/ak-
cje/PANOVA/podstawowe-dane). 

Wykorzystanie teorii chaosu do oceny
atrakcyjności inwestowania 
na przykładzie wybranych spółek
z sektora budownictwa notowanych 
na GPW w Warszawie, wyniki badań
empirycznych

Jak wskazano wyżej, wykładnik Lapunowa
wskazuje między innymi czas utraty informacji,
czyli czas, po upływie którego należy powtórzyć
analizę fraktalną. Z kolei zarówno wymiar fraktal-
ny, jak i wykładnik Hursta są wykorzystywane do
wspomagania decyzji inwestorów giełdowych
w aspekcie atrakcyjności danej spółki na GPW
w Warszawie. Powyższe zależności ustalono na
podstawie autorskich badań empirycznych. Wyni-
ki analizy fraktalnej wybranych spółek z sektora
budownictwa notowanych na polskiej giełdzie pre-
zentuje tablica 1. 

W tablicy 1 przedstawiono wyniki przeprowa-
dzonych badań z wykorzystaniem metod chaosu
deterministycznego. Zostały oszacowane wartości
wykładnika Lapunowa, wykładnika Hursta oraz
wymiaru fraktalnego dla wybranych spółek akcyj-
nych z sektora budownictwa notowanych na GPW.
Dla spółki Unibeb S.A. Bielsk Podlaski wymiar
fraktalny wynosi 3,11, co oznacza, że możliwe jest
modelowanie tego rynku za pomocą czerech
zmiennych. W przypadku Budimex SA Warszawa
wymiar fraktalny wynosi 3,46, co oznacza możli-
wość modelowania rynku za pomocą czterech
zmiennych, natomiast dla spółki PANOVA SA Gli-
wice wymiar fraktalny oszacowano na poziomie
2,97, co oznacza możliwość modelowania tego ryn-
ku za pomocą trzech zmiennych. Można zauważyć,
że spółka Budimex SA Warszawa ma największą
wartość wymiaru fraktalnego w porównaniu z po-
zostałymi spółkami, ale ukształtowanym na pozio-
mie wskazującym na atrakcyjność inwestowania
w jej akcje, także wykładnik Hursta oszacowny na
poziomie 0,86 weryfikuje pozytywnie powyższe za-
łożenie. Atrakcyjność inwestycyjną wykazuje też
spółka Unibeb S.A. Bielsk Podlaski, której wykład-
nik Hursta wynosi 0,85 i wymiar fraktalny o war-
tości 3,11 potwierdza pozytywnie tę hipotezę. Rów-
nież inwestycja w akcje PANOVA SA Gliwice jest
bezpieczną decyzją inwestycyjną, której wykładnik
Hursta wynosi 0,83, a wymiar fraktalny 2,97. 

Można zatem wysunąć wniosek, że im wyższa
wartość wykładnika Hursta, tym podejmowanie
decyzji finansowych jest obciążone mniejszym ry-
zykiem, a inwestowanie w akcje danej spółki jest
bardziej atrakcyjne pod względem finansowym.
Wysoka wartość wykładnika Hursta świadczy
o tym, że szereg jest uporządkowany, a co za tym
idzie bardziej bezpieczny (Siemieniuk, Siemieniuk
i Siemieniuk, 2018, s. 239). 

Analizując z kolei wykładnik Lapunowa można
stwierdzić, że w przypadku spółki Unibeb S.A. Bielsk
Podlaski wynosi on 0,033, a czas utraty informacji
oszacowano na 1,01 miesiąca, co oznacza, że po
upływie 1,01 miesiąca należy powtórzyć analizę
fraktalną. Analizując rysunek 1 można zauważyć, że
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Źródło: opracowanie własne. 

Nazwa Wykładnik Czas utraty informacji Wymiar Wykładnik
spółki Lapunowa w miesiącach fraktalny Hursta

Unibeb S.A. Bielsk Podlaski 0,033 (1/0,033) * (1/30) = 1,01 3,11 0,85

Budimex SA Warszawa 0,019 (1/0,019) * (1/30) =1,75 3,46 0,86

PANOVA SA Gliwice 0,032 (1/0,032) * (1/30) = 1,05 2,97 0,83



w styczniu i na początku lutego 2021 roku akcje
spółki Unibeb S.A. Bielsk Podlaski wskazywały
tendencję rosnącą, co pozytywnie weryfikuje wyni-
ki badań empirycznych zawarte w tablicy 1, wska-
zujące na atrakcyjność spółki na Giełdzie Papie-
rów Wartościowych w Warszawie. 

W przypadku spółki Budimex SA Warszawa wy-
kładnik Lapunowa wynosi 0,019, a czas utraty in-
formacji oszacowano na 1,75 miesiąca, co oznacza,
że po upływie 1,75 miesiąca należy powtórzyć ana-
lizę fraktalną. Analizując rysunek 2 można zauwa-
żyć, iż w styczniu i na początku lutego 2021 roku
akcje spółki Budimex SA Warszawa również wska-
zywały tendencję rosnącą, co pozytywnie weryfi-

kuje wyniki badań empirycznych zawarte w tabli-
cy 1, wskazujące na atrakcyjność spółki na Gieł-
dzie Papierów Wartościowych w Warszawie. 

W przypadku spółki PANOVA SA Gliwice wy-
kładnik Lapunowa wynosi 0,032, a czas utraty in-
formacji oszacowano na 1,05 miesiąca, co oznacza,
że po upływie 1,05 miesiąca należy powtórzyć ana-
lizę fraktalną. Analizując rysunek 3 można zauwa-
żyć, że w styczniu i na początku lutego 2021 roku
akcje spółki PANOVA SA Gliwice również wskazy-
wały tendencję rosnącą, co pozytywnie weryfikuje
wyniki badań empirycznych zawarte w tablicy 1,
wskazujące na atrakcyjność spółki na Giełdzie Pa-
pierów Wartościowych w Warszawie. 
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Uwagi końcowe 

Teoria chaosu ma istotny wkład w ocenę atrak-
cyjności określonej spółki na giełdzie. Do analizy
są wykorzystywane narzędzia teorii chaosu, do
których można zaliczyć wykładnik Lapunowa, wy-
miar fraktalny oraz wykładnik Hurtsa. Zastosowa-
nie teorii chaosu do oceny atrakcyjności określonej
spółki giełdowej jest stale rozwijającą się dziedzi-
ną. Stanowi wyzwanie dla badaczy, dzięki czemu
poznajemy coraz więcej modeli wspomagających
podejmowanie decyzji opartych na teorii chaosu
deterministycznego. 

Jeśli chodzi o aspekt praktyczny, należy
stwierdzić, że można projektować zachowanie
się spółki akcyjnej na GPW w aspekcie jej atrak-
cyjności w krótkiej perspektywie czasowej,
oszacowanej z wykorzystaniem wykładnika La-
punowa, który określa czas utraty informacji
i zanikalność prognozy. Po upływie tego okresu
należy powtórzyć obliczenia z wykorzystaniem
analizy fraktalnej. Ostrożnie trzeba podchodzić
do stosowalności metody po okresie zanikalno-
ści prognozy (obliczonej z wykorzystaniem wy-
kładnika Lapunowa), istnieje bowiem ryzyko
gwałtownych zmian, gdy zostanie przekroczona

granica, po której zanikają prognozy. Interpreta-
cja wyników może wtedy wywołać problemy. Wy-
miar fraktalny z kolei umożliwia ustalenie mini-
malnej liczby zmiennych dynamicznych potrzeb-
nych do opisania funkcjonowania danej spółki
giełdowej. Im liczba jest mniejsza, tym funkcjono-
wanie jej na giełdzie jest mniej skomplikowane
i bardziej przewidywalne. Wraz ze wzrostem wy-
kładnika Hursta linia staje się coraz gładsza,
w systemie jest mniej szumu. Wysoka wartość
wykładnika Hursta oznacza, że inwestowanie
w akcje danej spółki jest mniej atrakcyjne. Kom-
pleksowa analiza wszystkich wskaźników pozwa-
la na formułowanie wniosków dotyczących atrak-
cyjności danej spółki akcyjnej. Należy podkreślić,
że w zależności od wielkości wskaźnika można
stwierdzić, czy spółka jest bardziej, czy mniej
atrakcyjna do polecenia dla inwestora giełdowego
w aspekcie jej kondycji na GPW. 

Jak wykazują badania empiryczne, wybrane do
analizy fraktalnej spółki z sektora budowlanego
notowane na polskiej giełdzie wykazywały w czasie
pandemii dobrą kondycję ekonomiczną i były
atrakcyjne pod względem podejmowania decyzji
o ewentualnym zakupie ich akcji. 
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